UNIVERSITAS <
A UNIVERSITATEA “DUNAREA DE JOS” DIN GALATI

1 '%l‘uh.aten de In-,;.'me"“h
AAA FACULTATEA DE INGINERIE SI AGRONOMIE DIN BRAILA /%‘“
SCSS 24 v o
B =
GALATIENSIS Sesiunea de Comunicari Stiinfifice Studengesti ~
Gr;;’\\”

»Edmond Nicolau” edifia a XXXI-a, 22 Mai 2024

ANALIZA DINAMICA A SOLIDULUI RIGID CU SIMETRII
STRUCTURALE -STUDIU DE CAZ: ANALIZA MODURILOR PROPRII
ALE PODURILOR DIN BETON ARMAT

Autori: lonel ALBU?, Anul | AA.C.
Marin SERBAN?, Anul: 11 I.S.
Indrumator stiintific: Conf. dr. ing. Nicusor POPESCU?
Facultatea de Inginerie si Agronomie din Braila, Universitatea ,, Dundrea de Jos din Galati”
lionelalbu@ugal.ro, marinserban@ugal.ro, *npopescu@ugal.ro

Rezumat: Articolul propune o abordare a dinamicii modelului solidului rigid cu doua tipuri de simetrii
structurale §i de rezemare. Aceste simetrii conduc la obtinerea unor modele matematice mai simple, cu
eCUatii diferentiale decuplate care pot fi rezolvate mai usor pe cale analitica. Daca solidul rigid este rezemat
prin intermediul a patru legaturi elastice, modelul matematic devine si mai simplu iar vibratiile sistemului se
decupleaza in patru subsisteme cu migcari cuplate.
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1. INTRODUCERE

Sistemul ecuatiilor diferentiale de miscare ale solidului rigid cu legaturi vasco-elastice are sase
ecuatii cuplate elastic si vascos [1] [2] [3] [5]. Sub forma matriciald acest sistem se scrie:

AG+Bg+Cg=1f ©)

Dacéd se considera ca legaturile rigidului sunt elastice sau cu amortizari mici, ecuatiile de
migcare se simplifica prin anularea amortizarilor. In aceastd ipoteza, sistemul ecuatiilor diferentiale
de migcare devine:

Ag+Cq=f @)

Pentru determinarea modurilor proprii de vibratie se considera solidul rigid neperturbat; in
formalism matricial ecuatia diferentiala de miscare (cu coeficienti matriciali) este de forma:

A§+Cq=0 3)

Daca se considera un sistem de axe central si principal, matricea de inertie devine diagonala,
sistemul de ecuatii diferentiale de miscare ramanand cuplat elastic dar ramane cuplat inertial. In
acest caz, matricea de inertie este:

A=DIAGIm,m,m,Jy,dy.J;] 4)

unde m este masa rigidului iar Jy, Jy si J; sunt momentele de inertie principale.
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2. DECUPLAREA VIBRATIILOR SOLIDULUI RIGID CU SIMETRII STRUCTURALE.

MODURI PROPRIL.

Se considera un rigid cu axa verticald Cz de simetrie. Simetria rigidului consta in simetria de
distributie masicd, simetria dimensionald i simetria legaturilor. Considerand ca rigidul are n

legaturi triortogonale elastice in punctele Mj(xj,yj,zj) i= 1,n de constante (kix Kiy ,kiz) i=1,n,

matricea de rigiditate devine:
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Luand in considerare ca sistemul de axe este central si principal, cuplarea miscarilor se face
numai elastic (prin intermediul coeficientilor nediagonali nenuli) in patru subsisteme.

2.1. Ecuatiile diferentiale de miscare

Ecuatiile diferentiale de migcare pentru vibratiile cuplate ale subsistemelor sunt urmatoarele:

a) pentru alunecarea laterala cuplatd cu miscarea de ruliu - subsistemul (X ,q)y)

Jy@y + XY Kixzi + oy 2. kizXP +kix2i2)=0

b) pentru miscarea de avans axial cuplatd cu miscarea de tangaj - subsistemul (Y @y )

!

C) pentru miscarea de saltare - subsistemul (Z)

) 2 2
xPx =Y 2 Kiyzi + ox 2 \Kiyz{ +kizYj )=0

d) pentru miscarea de intoarcere (giratie) - subsistemul ((oz)

2.2. Pulsatii proprii. Coeficienti de cuplaj dinamic

J720; +¢’22(kiXYi2 + I<ini2): 0

Expresiile pulsatiilor proprii ale vibratiilor libere necuplate sunt urmatoarele:

a) pentru alunecarea laterald (X )

(6)

(7)

(8)

(9)



zkix (10)

m
b) pentru miscarea de avans axial (Y )
2k
Py = =W (11)
m
¢) pentru miscarea de siltare (Z)
K
Py = 2 Ki; (12)
m
d) pentru miscarea de tangaj (¢y )
Kiy 22 + ki, y2
Poy :\/Z( i kst (13)
Ix
e) pentru miscarea de ruliu ((py)
ki, X2 + ki 22
Poy z\/Z( iz%i ixZi ) (14)
Jy
f) pentru miscarea de giratie ((p z)
2 2
Z(kixyi + Kjy Xi )
= (15)
Po: \/ Jz
Expresiile analitice ale coeficientilor de cuplaj dinamic sunt urmatoarele:
a) pentru alunecarea laterala cuplatd cu miscarea de ruliu - subsistemul (X ,goy)
1 1
og =—2Kixzj  ap =2 KixZi (16)
m Jy
b) pentru migcarea de avans axial cuplata cu miscarea de tangaj - subsistemul (Y ,(ox)
1 1
Br=—"2kiyzi Bo=—-7T-2kyz (17)
m Jyx

Cu notatiile date de relatiile (10)-(17), modurile proprii (pulsatii proprii, coeficienti de
distributie) ale subsistemelor cu miscari cuplate sunt dupa cum urmeaza:



m pentru subsistemul (X ,(py)

2 2 (a2 2 2

P12 =17 Px+P(py+\/(Px P(pyj +4010 (18)
u S p2 +p2 +\/(p2 —p2 j2+4ococ (19)
12 =750 | PXF Py B[ PX 7Py, 1002

m pentru subsistemul (Y ¢y )

P34 = Hp& +pg T \/(p$ - p(f)x)2 +4l31l32:| (20)
1
M3 = —Z—BJ Py +Pg \/(p$ - pjx)2 +4l31132} (21)

3. STUDIU DE CAZ - MODURILOR PROPRII ALE UNUI POD DIN BETON ARMAT
MODELAT CA UN SOLID RIGID CU SIMETRII STRUCTURALE $SI REAZEME
ELASTICE DIN CAUCIUC NEOPRENIC

Se considera modelul simplificat din figura 1 pentru un pod modelat ca un rigid si realizat din 20
de grinzi din beton armat, rezemate fiecare pe cate 4 reazeme identice din cauciuc sintetic
vulcanizat. Cele 20 de grinzi sunt grupate pe 4 randuri (axa Cx) a cate 5 (axa Cy), solidarizarea
acestora realizandu-se prin intermediul unei suprabetonari.

2,5m

Figura 1. Modelul simplificat al podului realizat din 20 de grinzi din beton armat

Caracteristicile inertiale ale podului si cele de elasticitate pentru reazemele din cauciuc
neoprenic sunt urmatoarele:
m Caracteristici inertiale pod (calculate):

m = 4960000kg



Jyy =Jyz =Jz =0 (datorita simetriilor)

Jy =16025x10%kgm?  J, =73270x10°kgm®  J, =16 092x 107 kgm?
m Elasticitati reazeme (determinate experimental):
kix = kx =315x10° N/ m ky =ky =315x10°N /m k;, =k, =650x10° N /m i=180

m Pozitionare centru de masa C fata de planul orizontal al rezemelor (calculat):
h =14544mm
m Pozitionare aparate de reazem ([m] Tn sistemul de axe Cxyz) — conform tabel 1.

Tabel 1. Pozitiile reazemelor din cauciuc in sistemul de axe CXyz
Xi Vi Zi i Xi Vi Zi i Xi Vi Zi i Xi Vi Zi

|

1 -5,5-98,05 -1,45 21 1,1-58,05 -1,45 41 -5,5 18,05 -1,45 61 1,1 58,05 -1,45
2 -4,4-98,05 -1,45 22 2,2-58,05 -1,45 42 -4,4 18,05 -1,45 62 2,2 58,05 -1,49
3 -2,2-98,05 -1,45 23 4,4-58,05 -1,45 43 -2,2 18,05 -1,45 63 4,4 58,05 -1,49
4 -1,1]-98,05 -1,45 24 5,9-58,05 -1,45 44 -1,1] 18,05 -1,45 64 5,5 58,05 -1,49
5 1,11-98,0§ -1,45 25 -5,5-21,95 -1,45 45 1,1 18,05 -1,45 65 -5,5 61,95 -1,45
6 2,2-98,05 -1,45 26 -4,4-21,95 -1,45 46 2,2 18,05 -1,45 66 -4,4 61,95 -1,45
7 4,4-98,05 -1,45 27 -2,2-21,95 -1,45 47 4,4 18,05 -1,45 67 -2,2 61,95 -1,45
8 5,9-98,05 -1,45 28 -1,1]-21,95 -1,45 48 5,9 18,05 -1,45 68 -1,1 61,95 -1,45
9 -5,5-61,99 -1,45 29 1,11-21,95 -1,45 49 -5,5 21,95 -1,45 69 1,1 61,95 -1,45

10 -4,4-61,99 -1,45 30 2,2-2195 -1,45 50 -4,4 21,95 -1,45 70 2,2 61,95 -1,49
11 -2,2-61,99 -1,45 31 4,4-21,95 -145 51 -2,2121,95 -145 71 4,4 61,95 -1,49
12 -1,1]-61,95 -1,45 32 5,9-21,95 -1,45 52 -1, 21,95 -145 72 5,5 61,95 -1,49
13 1,1-61,95 -1,45 33 -5,5-18,05 -1,45 53 1,1 21,95 -1,45 73 -5,5 98,05 -1,45
14 2,2-6195 -1,45 34 -4,4-18,05 -1,45 54 222195 -1,45 74 -4,4 98,05 -1,45
15 4,4-61,95 -145 35 -2,2-18,05 -1,45 55 442195 -145 75 -2,2 98,05 -1,45
16 5,9-6195 -1,45 36 -1,1]-18,05 -1,45 56 592195 -1,45 76 -1,1 98,05 -1,45
17 -5,5-58,09 -1,45 37 1,1-18,05 -1,45 57 -5,5 58,05 -1,45 77 1,1 98,05 -1,45
18 -4,4-58,05 -1,45 38 2,2-18,05 -1,45 58 -4,4 58,05 -1,45 78 2,2 98,05 -1,49
19 -2,2-58,08 -1,45 39 4,4-18,05 -1,45 59 -2,21 58,05 -1,45 79 4,4 98,05 -1,49
20 -1,1]-58,08 -1,45 40 5,9 18,05 -1,45 60 -1,1] 58,05 -1,45 80 5,5 98,05 -1,49

Utilizand relatiile analitice de calcul din tabelul 1 (pentru pulsatiile vibratiilor necuplate), tabelul
2 (pentru coeficientii de cuplaj dinamic) si cele date de relatiile (10)-(13), valorile numerice ale
modurilor proprii de vibratie pentru podul modelat ca in figura 1 sunt date n tabelul 2.

Tabel 4. Pulsatiile/frecventele proprii si coeficientii de distributie pentru subsistemele cu vibratii cuplate

Subsistem Pulsatii Frecvente Coeficienti de distributie
(X ,(Py) pp=713rad /s fi =113Hz pq =0,000509rad / m
py =9941rad /s fo =1582Hz pp =-133055rad /' m
(Y 0 ) p3=713rad/s f3 =113Hz pg =-0000002rad / m
X ps =106,96rad /s fg =1702Hz pg =154145rad / m
(2) ps = p7 =10339rad /s fg = f; =16,30Hz -
(0z) Pe = Py, =7 44rad /s fo = fo, = L18Hz -
4. CONCLUzII

¢ modelarea unui solid rigid cu legaturi elastice sau vasco-elastice cu diverse tipuri de simetrii
conduce la obtinerea unor sisteme de ecuatii diferentiale de migcare decuplate in subsisteme cu mai
putini coeficienti de cuplaj si, deci mai ugor de studiat analitic; in acest fel, pot fi puse in evidenta



influentele factorilor dimensionali, inertiali, elastici (eventual si a celor de amortizare) asupra
formelor modurilor proprii de vibratie;

¢ daci se poate modela solidul rigid cu simetrii astfel incat migcarile acestuia sa se raporteze la
un sistem de axe central gi principal, atunci miscarile acestuia dupa cele sase “directii”
(X,Y,Z,9x,9y,0;) sunt cuplate numai prin intermediul coeficientilor nediagonali ai matricii de

rigiditate (eventual si prin intermediul amortizarilor dacd sunt semnificative);

¢ pentru studiul de caz considerat, se poate constata “gruparea” a trei dintre frecventele proprii
in zona 1,1+1,2 Hz, celelalte trei frecvente fiind mult mai mari decat primele trei si grupate in
intervalul 15,8+17,1 Hz; aceasta se poate explica numai prin diferenta foarte mare dintre
elasticitatea elementelor de rezemare pe verticala (efort de compresiune) fata de elasticitatile in plan
orizontal (solicitari de forfecare) — raportul constantelor de elasticitate este de circa 1: 206 ;

¢ valorile sau foarte mari sau foarte mici ale coeficientilor de distributie conduce la concluzia
cd, in interiorul subsistemelor (X,(py) si (Y,py), miscarile sunt de fapt foarte slab cuplate; in mod

real, se poate considera ca si miscarile acestor subsisteme sunt cvasi-decuplate, aceasta decuplare
putand fi observata si din valorile relativ foarte mici ale coeficientilor de cuplaj oy, o, By §1 B2 .
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